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Многмасштабный анализ данных

Cовременная математическая обработака  данных 

базируется на двух основных подходах: 

вычислительном гармоническом анализе (Computational 

Harmonic Analysis – СHA), уравнениях в частных 

производных (Partial Differential Equations – PDE). 

Оба направления опираются на понятие 

многомасштабного анализа (multiscale analysis).
Многомасштабным анализом называют генерацию последовательности 

сглаженных (грубых, схематических) версий  uλ (x) исходных данных u0 (x), когда 

параметр  возрастает (Moler, Solemeni, 1995).
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Вычислительный гармонический анализ

N – множество положительных целых чисел;

Z – множество всех целых чисел; 

R – множество всех вещественных чисел;

C – множество всех комплексных чисел;

C k(Х) – пространство функций, которые являются k раз непрерывно 
дифференцируемыми в Х,

C(Х) – пространство функций, дифференцируемых бесконечное 
число раз;

L1(R) – пространство абсолютно интегрируемых функций на 
множестве R.

L2(R) – пространство функций, интегрируемых с квадратом на 
множестве R.

Некоторые обозначения

4



Скалярное произведение двух комплекснозначных функций  
f, g ϵ L2(R) определяется соотношением

где черта над функцией g обозначает комплексное 
сопряжение,

символ “ :=“ означает “по определению”.

Норма (или энергия) функции f ϵ L2(R)

Скалярное произведение и норма в пространстве L2 

, : ( ) ( )f g f t g t dt
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Вычислительный гармонический анализ
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Вычислительный гармонический анализ

Преобразование состоит в том, что исходным данным         
ставится в соответствие их образ         

Функция               задана и называется ядром интегрального 
преобразования.  

Успех решения задачи обработки данных в значительной степени 
зависит от удачного выбора ядра.  

Иногда               называют анализирующей функцией.

Интегральные преобразования данных

ˆ ( ) : ( ), ( , ) ( ) ( , )

b

a

f y f x K y x f x K y x dx  

( , )K x y

ˆ ( )f y
( )f x

( , )K x y
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Пример 1.   Аналитическое преобразование 
Фурье (СFT)
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Прямое и обратное АFT

Жан Батист Жозеф Фурье
(1768-1830)

Вычислительный гармонический анализ
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За последние 27 лет в прикладной математике был развит и 
оформился в самостоятельное направление раздел, 
получивший название wavelet transform («вейвлет-
преобразование»). Английский термин “wavelet” (фр. 
“ondolette”) «маленькая волна», «всплеск») предложил J. 
Morle (Ж. Морле) применительно к обработке данных 
сесморазведки в 1984 г. 

В настоящее время преобразования данных этого класса 
играет фундаментальную роль в теории аппроксимации. 

http://crydee.sai.msu.ru/~vab/Wavelet.rsc/waveletpap.htm

Пример 2. Аналитическое вейвлет-преобразование 
(СWT)

Вычислительный гармонический анализ
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Вычислительный гармонический анализ

Первый «вейвлет» бы построенн Хааром 
в 1909 г.  

Точное восстановление аналогового 
сигнала (с ограниченным по ширине 
Фурье-спектром) по его значениям на 
равномерной сетке дает теорема 
Котельникова-Шеннона. Связанный с 
этой теорией вейвлет получил название 
вейвлет Шеннона. 

Что такое вейвлет?

Вейвлет Хаара

Вейвлет Шеннона

9



Пусть фиксирована функция           , имеющая нулевое 
интегральное среднее                           и достаточно быстро 
стремящаяся к нулю при . Назовем ее материнским 
вейвлетом. На основе этого вейвлета  путем сдвигов и 
изменения масштаба построим функцию

в которой  σ – параметр масштаба,  

τ – параметр сдвига.
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Вычислительный гармонический анализ

Что такое вейвлет?
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Пример. Вейвлетами являются производные функции Гаусса:
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На рисунке приведены графики 
трех вейвлетов “Mexican  Hat”
(n = 2) на различных масштабах  
σ и сдвигах  .

Что такое вейвлет?

Вычислительный гармонический анализ
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Прямое CWT:

Обратное CWT:

Пример 2. Аналитическое вейвлет-преобразование 
(СWT)
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Вычислительный гармонический анализ
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Сравнение элементов CFT и CWT

Transform СFT CWT

Basic function

Kernel

Direct transform

Inverse transform
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Вычислительный гармонический анализ
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Двумерные вейвлеты

Вычислительный гармонический анализ
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Прямое DFT:

Прямое и обратное дискретное преобразование 
Фурье (DFT)

1

0

1 2
exp , 0,..., 1,

N

n m

m

mn
c f i n N

N N





 
    

 


1

0

2
exp , 0,..., 1.

N

m n

n

mn
f c i m N

N





 
   

 
Обратное DFT:

Дискретные преобразования цифровых данных

Вычислительный гармонический анализ
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Положим σ = 2j и τ = k2j , где                 , придем к 
ортонормированному базису (ОНБ) в пространстве 
[Добеши, 2001]: 

Коэффициенты Фурье сигнала f(t) по системе функций 
равны

Такой выбор величин σ и τ ведет к конструкции 
кратноразрешающего анализа.

Прямое дискретное вейвлет-преобразование (DWT)
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Вычислительный гармонический анализ
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Подобно дискретному преобразованию Фурье (DFT), 
дискретное вейвлет-преобразование (DWT) оперирует 
вектором данных. 

В отличие от преобразования Фурье, DWT допускает 
использование, фактически, бесконечного многообразия 
различных анализирующих функций. Различные вейвлеты 
отличаются друг от друга локализацией в пространстве и тем, 
как они сглаживают исходный сигнал.

Быстрое дискретное вейвлет-преобразование 

Вычислительный гармонический анализ
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В явном виде кратноразрешающий  анализ 
(MRA) был сформулирован С.Малла и 
И.Мейером осенью 1986 г.

MRA использует ортонормированные                           
базисы вейвлетов как инструмент для описания 
«приращения информации», необходимого для 
перехода от грубого приближения к 
приближению более высокого разрешения. 

В основе быстрого дискретного вейвлет-преобразования лежит
кратноразрешающий анализ (multiresolution analysis - MRA)

Вычислительный гармонический анализ

Stephane Mallat
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С помощью MRA в 1987 году И. Добеши (Ingrid 

Daubechies) построила бесконечную серию 
вейвлетов, обладающих основным свойством системы 
Хаара – ортогональностью и компактным носителем.

Ортогональные (ортонормированные) вейвлеты
замечательны тем, что существует очень быстрый 
алгоритм разложения по ним любого сигнала. Этот 
алгоритм называется алгоритмом Малла. Исходная 
информация для него – сигнал, что на практике 
означает просто массив длины N.

http://en.wikipedia.org/wiki/Ingrid_Doubechies

Вычислительный гармонический анализ

Ingrid Daubechies
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Процедура такова: по исходной информации строятся два  массива длиной 
N/2. Первый – исходный сигнал, сглаженный фильтром, соответствующим 
масштабирующей функции          (коэффициенты {hk}), и прореженный вдвое; 
второй – исходный сигнал, обработанный вейвлет-фильтром               
(коэффициенты {gk}), и также прореженный вдвое. На языке 
кратноразрешающего анализа первый сигнал – более грубая версия 
исходного. Второй – различия между версиями сигнала на разных 
масштабах. Далее та же процедура применяется к сглаженному сигналу. 
Возникают два массива длиной N/4, и т.д. Результат работы алгоритма –
набор высокочастотных деталей плюс самая сглаженная (т.е. самая грубая) 
версия исходного сигнала. Суммарная длина этих массивов равна N

FWT: Алгоритм Малла

( )t
( )t

Вычислительный гармонический анализ
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FWT: Алгоритм Малла



Диаграмма декомпозиции : х – исходный сигнал, si
– аппроксимации, di – детализации
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FWT: Алгоритм Малла



Иллюстрация кратноразрешающего анализа
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Большинство  масштабирующих функций и вейвлетов, 
используемых при быстром дискретном вейвлет-
преобразовании, не имеют аналитического выражения. Их 
форма полностью определяются коэффициентами фильтра. 
Чтобы получить график анализирующей функции нужно 
задать единицу в соответствующем месте вектора вейвлет-
коэффициентов  и выполнять обратное DWT.

Как выглядят вейвлеты?
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Биортогональные вейвлеты. 

<= вейвлеты

масштабирующие 
<=

функции

«bior3.3» «bior3.7».
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СНА. Вейвлет-преобразование + 
компьютерная томография

В последнее десятилетие на базе идей вейвлет-анализа
появился класс многомасштабных трансформаций данных,
которые включают дополнительный параметр – ориентацию
анизотропных линейных сегментов. Этот класс интегральных
трансформаций используют идеи, содержащиеся в
преобразовании Радона, – математическом аппарате,
лежащем в основе компьютерной томографии.
Преобразования оперируют тремя основными параметрами:

масштабом (scale),

положением (location) ,

ориентацией (orientation) линейных сегментов данных.
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СНА. Список основных интегральных 
трансформаций данных

Приведем перечень основных модификаций интегральных 
преобразований рассматриваемого класса: 

beamlet transform (бимлет-преобразование), 

ridgelet transform (риджлет-преобразование),

curvelet transform (курвлет-преобразование).

Эти и подобные им трансформация двумерных и многомерных
данных обладают высокой чувствительностью и точностью при
обнаружении и выделении объектов и их границ. Для краткости
иногда будем называть их одним именем

бимлет-преобразования.

27

Основные ссылки делаются на сайты в интернете www.isye.gatech.edu/~beamlab
Beam – луч,  beamlet – маленький луч, лучик, штрих, отрезок

http://www.isye.gatech.edu/~beamlab


СНА. Ridgelet Transform
(Риджлет-преобразование)

Риджлет-функции. 

Пусть функция                       является вейвлетом. 

Для любых              ,              и                     определяется двумерный 
риджлет:

2( ) ( )t R L

0  R  [0,2 ) 

  1/2

, , ( , ) cos sin /x y x y          

Графики риджлетов

cos sin , .t x y t const   Риджлет постоянен вдоль прямых
. 
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СНА. Сurvelet Transform
(Курвлет-преобразование)

Курвлет удовлетворяет отношению масштабов, которое говорит
о том, что ширина курвлет-элемента примерно равна квадрату
его длины; widthlength2. Можно представлять о курвлет-
преобразование как многомасштабную пирамиду с многими
направлениями и положениями в каждом масштабе длины и
иглообразными элементами (или 'жирными' сегментами) на
масштабах с высоким разрешением. E. J. Cand`es и D. L. Donoho
строят компактные структуры из курвлетов () следующим
образом

2

22

m m mL
m m

f = f,g g , f = f,g 
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 Верхняя фигура представляет объект анализа.
Нижняя картинка схематически изображает
часть выделяемой границы вместе с тремя
положениями курвлетов.



Курвлеты на разных 
масштабах
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Фильтрация данных

Алгоритмы фильтрации данных основаны на выборе порога во
множестве коэффициентов интегральных преобразований,
посредством которого часть коэффициентов заменяется нулями
(процедура Thresholding). После этого выполняется реконструкция
данных посредством соответствующего обратного
преобразования. Выбор оптимального порога является достаточно
тонкой математической задачей. По этой теме имеется рад
интересных публикаций. Она нашла удовлетворительное решение
при сжатии данных и борьбы с шумом посредством вейвлет-
анализа. Некоторую информацию по проблеме можно найти в
книгах [Дьяконов, 2004; Смоленцев, 2005] и описании алгоритмов
программ Wavelet Toolbox СКМ MATLAB.
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СНА. Пример 1. 
Синтетическая сейсмограмма

Исходные данные. 
Синтетическая сейсмограмма  

Синтетическая сейсмограмма,
осложненная шумом. Отношение 
сигнал/шум равно 1/4 (SNR=1/4).   

32



Графики одной и той же сейсмотрассы, проходящей через центр сейсмограммы:
• трасса без шума (график синего цвета),
• та же трасса с добавлением шума (график зеленого цвета). 

Отраженная волна (в окрестности узлов 45-55) слабо проявляется на фоне шума.  
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Сравнение исходных данных.



СНА. Риджлет-фильтрация данных

Риджлет-фильтрация 
на основе WT1D в области 

Радон-коэффициентов 

Риджлет-фильтрация 
на основе WT2D в области 

Радон-коэффициентов 
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СНА.  Практический пример 2

Проиллюстрируем работу риджлет-преобразования на
практических электроразведочных данных ВРЭ ЗАО «НПЦ
ГЕОНЕФТЕГАЗ». Размер матрицы исходных данных 1024х64 (слайд
36, рис. а).).

В процессе риджлет-преобразования использовалось одномерное
быстрое вейвлет-преобразование с вейвлетом ‘sym6’, порог
усечения коэффициентов Tw = Т, lev = 4. Матрица данных
прямоугольная, поэтому при выполнении Радон-преобразования,
которое в процессе работы оперирует квадратными матрицами,
использовались перекрывающиеся квадратные окна 64х64. Их
наложение составляло половину ширины окна.

Результаты риджлет-фильтрации полевых данных, изображенных на
слайде 36, рис. а)., приведены на слайде 36, рис. б). Элементы,
выделенные фильтрацией, весьма слабо видны на исходных
данных.
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а). Исходные данные б). Результат риджлет-фильтрации
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СНА.  Практический пример 2
(продолжение)



Недостаток СНА-трансформаций

Сторонники PDE считают, что
применение вычислительного
гармонического анализа (СНА)
для аппроксимации функций,
имеющих точки разрыва, ведет к
появлению осцилляций вблизи
разрывов, хотя сигнал может быть
плоским по обе стороны от линии
разрыва. Они трактуют этот
феномен как явление «псевдо-
Гиббса».

Аппроксимации «горста»

вейвлетом Добеши (4)
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Многомасштабный анализ данных на 
основе нелинейных уравнений в частных 

производных

вычислительном гармоническом 
анализе (Computational Harmonic 

Analysis – СHA) (вейвлеты,  
риджлеты, курвлеты и т.п.)

нелинейных  уравнениях в частных 
производных

(Partial Differential Equations – PDE)

Cовременная математическая обработка данных 
базируется на двух основных подходах к много-

масштабному анализу (multi-scale analysis):
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1. PDE. Модель исходных данных

Примем, что в наблюденных данных z полезный сигнал u
осложнен аддитивной помехой  :

(1)

где К – сглаживающий интегральный оператор

  ( ) ( , ) ( ) , ,
n

Ku x K x y u y dy x y



  

Частные случаи

( , ) ( )K x y k x y 

z Ku  

z u  
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2. PDE. Элементы теории

Обзор результатов и направления развития PDE-алгоритмов дан в работах 

(Morel J.-M., Solimini, 1995 ; Scherzer, 1997). Основой общего  метода 

построения многомасштабного анализа данных является диффузионный 

процесс, описываемый задачей Коши для нелинейного уравнения в частных 

производных

где –оператор Гамильтона,  k (.)– коэффициент диффузии,

z ( x ) – начальные данные (сигнал, осложненный шумом).

 

2

0

( , ) ( , ) ( , ) , 0;

( ,0) ( ), ,

u
x t k x u u x t t

t

u x u x x



    



 







1. Morel J.-M., Solimini S. Variational methods in image segmentation. Vol.14 of Progress in Nonlinear Differencial
Equations and Their Applications. Birkhauser, Basel, 1995.
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3. PDE. Физика нестационарного 
нелинейного процесса

Преобразование (начальных) данных происходит за счет того, что 
◦ в точках с относительно большими значениями 

коэффициента  k( . ) диффузия велика, что ведет к 
сглаживанию данных в окрестности этих точек.

◦ в точках с относительно малыми значениями коэффициента 
k( . ) диффузия мала, поэтому в них  данные не 
претерпевают существенного изменения. 

С физической точки зрения величина коэффициента                 
отвечает за характер аппроксимации данных (диффузию) в точке 
х.

( , )k x u
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4. PDE. Стандартный TV-алгоритм

Osher и Rudin (1990) предложили нелинейный диффузионный 
процесс для выделения контуров с резким изменением сигнала, 
выбирая 

Решение этой задачи Коши эквивалентно отысканию функции, 
доставляющей минимум функционалу

1
( , ) ( , ),

u
x t u x t

t u


  

 

 
 
 

  1/k u u  

 
2

2

0
( )

1

2
E u u dx u u dx






 

   
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Vogel и Oman [1996] предложили итерационный алгоритм
MSA-аппроксимации, основанный на минимизации функци-
онала в ограниченной области R2 с границей 

Vogel C.R., Oman M.E. Iterative methods for total variation deposing. SIAM J. Sci. Comput., 17: 227-238, 1996. 
Available: http://math.montana.edu:80/~vogel.

Ему соответствует задача

 2

2 22 21
min , 0

2
L

u

u z u dx  



    
 
 
 



2

2 2

, , 0.
u

u z x

u

u

n


 


    

 

 
   
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4. PDE. Стандартный TV-алгоритм
(продолжение)

http://math.montana.edu/~vogel


Стандартный TV-алгоритм. 
Численные результаты (Osher, Rudin)

Сплошной линией   
изображены точные 

данные. 

Сигнал, восстановлен-
ный посредством стан-
дартного ТV-алгоритма 

(сплошная  линия)

Сигнал, восстановлен-
ный путем вейвлет-

фильтраци на основе 
базиса Хаара

(сплошная  линия) 

На всех графиках точками  изображены данные с шумом.
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PDE. Численные эксперименты
(Юдин, 2007)

Сигнал u(x) (blue), осложненный шумом (green) с различной величиной
дисперсии : z(x) = u(x) + (x) .

Задача состоит в 
восстановлении сигнала 
u(x) из дан-ных z(x) с 
аддитив-ной помехой (x)

(Здесь  = 0.5). 

Иллюстрация сходи-мости 
итерационного процесса 
на первых семи итерациях 
при параметрах , началь-
ное приближение  равно 0. 
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Сигнал с шумом (green) и его 
аппроксимация (red). 
Параметры: , h = 0.0225, 
начальное приближение  –
сигнал без помехи (ступенчатая 
функция – график синего цвета). 
Коэффициент  = 0.5. 

График исходного сигнала (blue) 
и сиг-нала, осложненного 
шумом (green). Шум с 
дисперсией  =1.0. 

PDE. Численные эксперименты
(Юдин, 2007)



Сигнал без помехи (blue), с 
шумом (green) и его 
аппроксимация (red). Параметры: 
=0.4, =0.001, h = 0.0225, =1.0.

Сигнал с шумом (black) и его 
аппроксимация вейвлетом 
Хаара (red), =1.0.
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PDE. Численные эксперименты
(Юдин, 2007)



Рассмотрим более «неудобный» для вейвлет-аппрокси-мации пример
данных, когда первый прямоугольный импульс имеет размеры от 1/3 до ½
общей ширины сиг-нала. Такие размеры импульса не соответствуют
размерам вейвлетов, получающихся при изменении их размеров,
кратном степени 2. Выполним аппроксимацию этого сигнала,
осложненного шумом с =1.0 двумя способами.
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PDE. Численные эксперименты
(Юдин, 2007)



Вейвлет-аппрокси-мация сигнала с 
шу-мом (black) вейвле-том Хаара 
(red), =1.0. Параметры 
аппроксимации бы-ли выбраны 
такими же, как и выше. 

Сигнал л без помехи (blue), с шумом 
(green) и его аппрокси-мация (red). 
Парамет-ры: =0.4, =0.001, h = 
0.0225, =1.0.
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PDE. Численные эксперименты
(Юдин, 2007)



Стандартный TV-алгоритм

Интегро-дифференциальная задача (Oman, 1995) 

 * 2
( ) ( ) ( ( )) 0, , 0

u
K Ku x z x J u x x

n





     



2 2( , ) ( ) 2 / exp( ( ) / 0.075 )k x y k x y x y    

2 2
( ) : , 0J u u dx 



   

 2

2 21
( ) ( )

2
L

T u Ku z J u


  

Функционал, соответствующий дифференциальной задаче

K* - сопряженный оператор
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Численные результаты (Oman, 1995) 
(алгоритм на предыдущем слайде)

51

а) б)

в) На рисунках изображены : 

а) исходные данные без помехи, 

б) данные, осложненные адди-
тивным шумом, в) результат TV-
реконструкции сигнала из данных с 
шумом (рис. б)). 



Практические данные ВРЭ 
ЗАО «НПЦ ГЕОНЕФТЕГАЗ» 

Сравнение стандартной ТV- и риджлет фильтраций

а) Исходные данные.

Матрица 64х1024

в) Риджлет-фильтрация    

(грубый масштаб)

б) TV-фильтрация

(грубый масштаб)
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Практические данные ВРЭ 
ЗАО «НПЦ ГЕОНЕФТЕГАЗ»

Стандартная ТV-фильтрация

д) TV-фильтрация (мелкий 
масштаб)
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г) Исходные данные. Матрица 
64х1024  



Модифицированный алгоритм Мейера
(Osher, Solè, Vese, 2002) (алгоритм OSV). 

2

1
( ), ( ,0)

2
t

u
u div u z u x z

u

   
         

  
2

2 1
inf ( ) inf

OSV
u u

E u u dx z u dx


 

     
 
 
 
 

Дифференциальная задача

Экстремальная задача

Проблема: разделение сигнала z = u + v на части (текстуры) 
разного масштаба: крупного (u) и  - мелкого (v)
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Численные результаты (алгоритм OSV)

55

Исходные данные (z), 
состоящие из 4 текстур 
различного масштаба 

Результат работы: 
выделенные текстуры 
крупного масштаба (u)

Результат работы: 
выделенные текстуры 
мелкого масштаба (v)



7. Нелинейная фильтрация на основе 
производных высших порядков 

(Scherzer,1995) 
Проблема: выделение скачков первых производных в данных с шумом

1
( , ) . ( , ), ( ,0) ( )

u
x t H Hu x t u x z x

t Hu


 



 
 
 

Дифференциальная задача

2 2

2

1 1

2 2

2

1

n

n n

u u

x x x

Hu

u u

x x x

 

  



 

  

 
 
 
 
 
 
 
 

2

1 1

n n

i j i j

Hu
u

x x 




 


 
2

2

0
( )E u Hu dx u u dx






 

  
Экстремальная задача
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Численные результаты (Scherzer,1995) 

График  u(x) (точки) и её 
производной (штрих-пунктир) 

( ) 1 / 2 1 / 2 , [0,1]u x x x    ( ) sgn(1 / 2 ), 1 / 2u x x x   

Данные с шумом z = u + 

Восстановление производной  из данных z с разными параметрами , , 
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Совместное использование СНА и 
PDE алгоритмов фильтрации данных

Candes и Guo [2001] предложили алгоритм фильтрации
данных, основанный на комбинировании курвлет-
разложения с принципом минимизации Полной Вариации
(для улучшения отношения сигнал/шум).
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8. Алгоритм гибридной фильтрации
PDE & CHA (Candes, Guo, 2001 )

min
u

u dx




Проблема: фильтрация данных z с шумом

Экстремальная задача с ограничениями 

 Tu b e 
  b Tz

В качестве Т в можно взять одно из интегральных 
преобразований, относящихся к классу СНА (например, 
курвлет-преобразование)

, Mb   - выделенный набор значимых  Фурье-
коэффициентов Т-преобразования
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СНА+PDE. Численный эксперимент

Эксперимент сравнивает качество восстановления изображения
посредством вейвлетов, риджлетов и применения TV после частичной
риджлет-реконструкции. В этом эксперименте первоначальной фигурой
является картина размера 512х512. Использовалось только 100 наибольших
коэффициентов для восстановления сигнала. В отличие от вейвлет-
реконструкции, риджлет-реконструкция неоднородности почти идеальна.
На риджлет-картине, однако, можно все еще отличать колебания около
края. Минимум Полной Вариации стирает боковые полосы риджлет-
реконструкции и улучшает восстанав-ливаемый объект. Риджлет+TV-
реконструкция и первона-чальный рисунок почти неразличимы.

Candes, Guo (2001) проиллюстрировали результаты работы алгоритма на
ряде численных экспериментов, которые ясно показали высокий
потенциал этой новой методологии для сжатия изображения, его
реконструкции на фоне высокого уровня помех (очистки от шума).

60



Точные данные Вейвлет-реконструкция

Риджлет-реконструкция Риджлет+TV-реконструкция
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СНА+PDE. Численный эксперимент



Численные результаты PDE & CHA 
(Candes, Guo, 2001 )

  

 
 

Данные с шумом z Курвлет-фильтрация (CHA) 

Гибридная фильтрация PDE 
& CHA

Сравнение точных данных с их 
гибридной реконструкцией 
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Вейвлет-пакеты

Разложение по вейвлет-пакетам.
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