I. Классификация дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка.

1. Функции двух независимых переменных.
Определение. Уравнением с частными производными второго порядка с двумя независимыми переменными x, y называется соотношение между неизвестной функцией 
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и ее частными производными до II-го порядка включительно: 
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Определение. Уравнение называется линейным относительно старших производных, если оно имеет вид
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где 
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 являются функциями x и y.
Если коэффициенты 
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 зависят не только от 
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 и 
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, а являются функциями:
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то такое уравнение называется квазилинейным. 

Определение. Уравнение называется линейным, если оно линейно как относительно старших производных 
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, так и относительно функции u и ее первых производных 
[image: image10.wmf],

xy

uu

:


[image: image11.wmf]11122212

20

xxxyyyxy

auauaububucuf

++++++=

, 



(2)

где 
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 - функции только 
[image: image13.wmf]x

 и 
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.

Определение. Если коэффициенты уравнения (2) не зависят от 
[image: image15.wmf]x

 и 
[image: image16.wmf]y

, то оно называется линейным уравнением с постоянными коэффициентами.
Определение. Уравнение называется однородным, если 
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Дифференциальные уравнения, линейные относительно старших производных

Сделаем замену переменных в уравнении (1)
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где
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Преобразуя производные к новым переменным, получаем:
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Так как
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Получим
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Подставляя значения производных из (3) в уравнение (1), будем иметь:
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Выберем переменные 
[image: image31.wmf]x

 и 
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 так, чтобы коэффициент 
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 был равен 0. 
Рассмотрим уравнение с частными производными 1-го порядка: 
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Пусть z=((x,y) – какое-нибудь частное решение этого уравнения. Если положить (=((x,y), то коэффициент 
[image: image35.wmf]11
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 будет равен 0. Таким образом, упомянутая выше задача о выборе новых независимых переменных связана с решением уравнения (*).

Докажем следующие леммы:

Лемма1. Если z=((x,y) является частным решением уравнения (*), то соотношение ((x,y) = С представляет собой общий интеграл обыкновенного дифференциального уравнения
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Лемма2. Если ((x,y) = С представляет собой общий интеграл обыкновенного дифференциального уравнения (**), то функция z=((x,y) удовлетворяет уравнению (*).
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 Доказательство леммы 1:

Поскольку функция z=((x,y) удовлетворяет уравнению (*), то равенство
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 является тождеством, т.к. оно удовлетворяет уравнению (**)в каждой точке (x,y) области, где задано решение. Соотношение ((x,y) = С является общим интегралом уравнения (**), если функция y, определенная из неявного соотношения ((x,y) = С, удовлетворяет уравнению (**). Пусть y=f(x,С) есть эта функция, тогда 
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(***),

где скобки и значок 
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 указывают, что в правой части равенства (***) переменная 
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 не является независимой переменной, а имеет значение, равное 
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. Отсюда следует, что 
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 удовлетворяет уравнению (**), так как
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поскольку выражение в квадратных скобках равно 0 при любых x,y, а не только при 
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Умножаем на 
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что и требовалось доказать.
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 Доказательство леммы 2:

Пусть 
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 - общий интеграл уравнения (**). Докажем, что для любой точки (x,y)  
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Пусть 
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 - фиксированная точка. Если докажем, что в ней удовлетворяется равенство (¤), то в силу произвольности точки 
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 является решением уравнения (¤). Проведем через точку 
[image: image56.wmf](

)

00

,

xy

 интегральную кривую уравнения (**), полагая 
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Очевидно, что 
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Полагая в последнем равенстве 
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что и требовалось доказать.
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Определение. Уравнение (**) называется характеристическим для уравнения (1), а его интегралы – характеристиками.
Полагая 
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 есть общий интеграл уравнения (**), мы обращаем в 0 коэффициент при 
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. Уравнение (**) распадается на два уравнения:
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Знак подкоренного выражения определяет тип уравнения
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Определение. Это уравнение будем называть в точке М уравнением

· гиперболического типа, если в точке М 
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· эллиптического типа, если в точке М 
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· параболического типа, если в точке М 
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1. Уравнение гиперболического типа. В этом случае 
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действительны и различны. Общие интегралы их 
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Полагая 
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После деления на 
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 получаем каноническую форму уравнений гиперболического типа.
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Положим, 
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Итак, получили другой вид канонического уравнения этого типа: 
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2. Уравнение параболического типа. Так как 
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После деления уравнения 
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 получим каноническую форму для уравнения параболического типа 
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3. Уравнение эллиптического типа. Сейчас 
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 функция. Перейдем к комплексным переменным, полагая 
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При этом уравнение эллиптического типа приводится к такому же виду, что и гиперболическое
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Чтобы не иметь дела с комплексными переменными, введем новые переменные 
[image: image123.wmf]a

 и 
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В этом случае 
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 EMBED Equation.3  [image: image130.wmf](
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Уравнение после деления на коэффициент при 
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Таким образом, в зависимости от знака выражения 
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 имеют место следующие канонические формы уравнения (1).
Гиперболический тип: 
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Параболический тип: 
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Примеры.
Уравнения гиперболического типа.
 1) 
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 - уравнение колебания струны.

2) 
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 – уравнение колебания мембраны. 
Это не канонические уравнения, но легко приводится к канонической форме.
Уравнения параболического типа. 
Уравнения теплопроводности (не канонические):
· одномерное
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· двумерное 
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Уравнения эллиптического типа (канонические).
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Частные случаи:

· двумерное уравнение Лапласа: 
[image: image148.wmf]22
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· двумерное уравнение Пуассона: 
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Пример. Уравнение Трикоми:
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1. В области 
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 уравнение имеет эллиптический тип.
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